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Abstrakt
Pra´ce pojedna´va´ o bezs´ıt’ove´ metodeˇ Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). V pra´ci
jsou odvozene´ za´kladn´ı rovnice pro rˇesˇen´ı u´loh proudeˇn´ı - rovnice kontinuity, pohybova´
rovnice a rovnice energie. V textu jsou uvedeny za´kladn´ı principy metody, volba vyhlazo-
vac´ı funkce, prostorova´ diskretizace a vhodna´ metoda pro cˇasovou integraci. Jako prˇ´ıklad
pouzˇit´ı je v pra´ci namodelovana´ u´loha - ra´zova´ trubice. Na te´to u´loze v jedne´ dimenzi
mu˚zˇeme porovnat rˇesˇen´ı metodou SPH s prˇesny´m rˇesˇen´ım.
Kl´ıcˇova´ slova: Smoothed particle hydrodynamics, ja´drova´ aproximace, vyhlazovac´ı
funkce, ra´zova´ trubice, metoda leapfrog, umeˇla´ viskozita
Abstract
The thesis focuses on the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) meshfree method.
In the thesis, basic equations needed for solving fluid flow problems are derived - continuity
equation, momentum equation and energy equation. The text presents the basic principles
of the method, selection of a smoothing function, spacial discretization and a suitable time
integration method. As an example of usage, the thesis models the shock tube problem.
On this problem, we can compare the solution using the SPH method with the accurate
solution.
Keywords: Smoothed particle hydrodynamics, kernel approximation, smoothing function,
shock tube, leapfrog method, artificial viscosity
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1. U´vod
Sˇiroce uzˇ´ıvane´ s´ıt’ove´ metody mohou mı´t prˇi rˇesˇen´ı neˇktery´ch u´loh jiste´ proble´my a ome-
zen´ı. Nejdrˇ´ıve mus´ıme vygenerovat s´ıt’, cozˇ cˇasto by´va´ nejna´rocˇneˇjˇs´ı cˇa´st cele´ho rˇesˇen´ı
vzhledem k cˇasu a pocˇtu operac´ı. Prˇi eulerovske´m prˇ´ıstupu, kdy je s´ıt’ spojena s prostorem
(naprˇ´ıklad rˇesˇen´ı metodou konecˇny´ch diferenc´ı), mu˚zˇe by´t obt´ızˇne´ sestrojit pravidelnou
s´ıt’ pro nepravidelne´ teˇleso nebo stanovit prˇesnou polohu nehomogenit nebo zdeformovane´
hranice vneˇ s´ıteˇ. Prˇi lagrangeovske´m prˇ´ıstupu, kdy je s´ıt’ spojena s teˇlesem (naprˇ´ıklad
rˇesˇen´ı metodou konecˇny´ch prvk˚u), je zase nejveˇtsˇ´ım proble´mem rˇesˇen´ı u´loh, kdy docha´z´ı
k velky´m deformac´ım. Tato omezen´ı zvla´sˇt’ vynikaj´ı, kdyzˇ chceme rˇesˇit u´lohy hydrody-
namiky nebo modelovat exploze, kde se vyskytuj´ı jak nehomogenity materia´lu, tak velke´
deformace nebo odtrzˇen´ı cˇa´sti materia´lu. Pro takove´to u´lohy nejsou s´ıt’ove´ metody vhodne´
a je vy´hodneˇjˇs´ı pouzˇ´ıt neˇkterou z metod bezs´ıt’ovy´ch.
Bezs´ıt’ove´ metody byly vyvinuty pra´veˇ pro rˇesˇen´ı u´loh, kde je pouzˇit´ı s´ıt’ovy´ch metod
obt´ızˇne´. Je to trˇeba analy´za velky´ch deformac´ı pevny´ch teˇles, kmita´n´ı tenky´ch vrstev,
simulace exploz´ı a dalˇs´ı.
Prˇi rˇesˇen´ı u´loh je take´ mozˇne´ kombinovat r˚uzne´ bezs´ıt’ove´ metody nebo neˇkterou
bezs´ıt’ovou metodu se s´ıt’ovou.
Bezs´ıt’ove´ metody se vyv´ıjej´ı prˇiblizˇneˇ od 70. let minule´ho stolet´ı a jednou z prvn´ıch
byla pra´veˇ metoda SPH (Smoothed particle hydrodynamics), kterou se budu ve sve´ ba-
kala´rˇske´ pra´ci zaby´vat.
2. Shock tube problem - Modelova´ u´loha
Ra´zova´ trubice (shock tube) je uzavrˇena´ dlouha´ trubice naplneˇna´ plynem a rozdeˇlena´
prˇepa´zˇkou. V obou oddeˇleny´ch cˇa´stech je plyn v usta´lene´m stavu, ale s r˚uznou hustotou
a tlakem. Po odstraneˇn´ı prˇepa´zˇky sledujeme postup ra´zove´ vlny, pocˇ´ıta´me pr˚ubeˇh zmeˇny
hustoty, tlaku, vnitrˇn´ı energie a rychlosti v trubici.
Pro rˇesˇen´ı u´lohy pouzˇijeme za´kladn´ı principy zachova´n´ı, a to za´kon zachova´n´ı hmot-
nosti, za´kon zachova´n´ı energie a za´kon zachova´n´ı hybnosti.
2.1. Formulace Navier-Stokesovy´ch rovnic
V na´sleduj´ıc´ıch vy´pocˇtech budeme pouzˇ´ıvat tzv. materia´lovou derivaci
Da
Dt
=
∂a
∂t
+
∂a
∂x
vx +
∂a
∂y
vy +
∂a
∂z
vz. (1)
Uvazˇujme neusta´lene´ proudeˇn´ı obecneˇ stlacˇitelne´ kapaliny a v neˇm kontroln´ı objem V
o povrchu S. V lagrangeovske´m popisu se objem pohybuje s kapalinou. Hmotnost tohoto
objemu je konstantn´ı, ale prˇi proudeˇn´ı se mu˚zˇe meˇnit objem a povrch. Celkova´ zmeˇna
objemu je
∆V =
∫
S
v∆t · n dS, (2)
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kde n je vektor vneˇjˇs´ı norma´ly plochy S. Po u´praveˇ a pouzˇit´ı Gauss-Ostrogradske´ho veˇty 1
ma´me
∆V
∆t
=
∫
V
(∇ · v) dV (3)
a pro infinitezima´ln´ı objem δV ma´me rovnici
∆(δV )
∆t
= (∇ · v)
∫
V
d(δV ) = (∇ · v)(δV ). (4)
Pro derivaci dosta´va´me
D(δV )
Dt
= (∇ · v)δV (5)
a odtud
(∇ · v) =
1
δV
D(δV )
Dt
. (6)
2.1.1. Rovnice kontinuity
Rovnice kontinuity vycha´z´ı ze za´kona zachova´n´ı hmotnosti, tzn. zˇe pro kontroln´ı objem
o hmotnosti δm = ρδV plat´ı
D(δm)
Dt
=
D(ρδV )
Dt
= δV
Dρ
Dt
+ ρ
D(δV )
Dt
= 0 (7)
a po dosazen´ı (5) do (7) dostaneme
Dρ
Dt
= −ρ(∇ · v). (8)
2.1.2. Za´kon zachova´n´ı hybnosti
Nyn´ı vyja´drˇ´ıme vy´slednici sil na objem δV . Pu˚sob´ı zde s´ıla od tlaku p a objemova´ s´ıla
vztazˇena´ na jednotku hmotnosti F = (Fx, Fy, Fz). Kdyzˇ budeme uvazˇovat obecneˇ visko´zn´ı
kapalinu, budou zde vystupovat nav´ıc trˇec´ı s´ıly od viskozity τij dS, kde τij je slozˇka tenzoru
napeˇt´ı, ktera´ p˚usob´ı ve smeˇru j na rovinu kolmou k ose i. Pro osu x ma´me vy´slednici sil
[p− (p+
∂p
∂x
dx)] dy dz
+[(τxx +
∂τxx
∂x
dx)− τxx] dy dz
+[(τyx +
∂τyx
∂y
dy)− τyx] dx dz
+[(τzx +
∂τzx
∂z
dz)− τzx] dx dy
+Fxρ dx dy dz.
(9)
1Gauss-Ostrogradske´ho veˇta: Tok vektoru A uzavrˇenou plochou S je roven integra´lu z divergence
vektoru A,
∫
S
n · AdS =
∫
V
∇ · AdV , kde S je hranice kompaktn´ı mnozˇiny V , ktera´ je orientova´na
vektorem vneˇjˇs´ı norma´ly n.
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Pak mu˚zˇeme druhy´ Newton˚uv za´kon napsat jako
m
∂vx
∂t
=
∂vx
∂t
ρ dx dy dz =
−
∂p
∂x
dx dy dz
+
∂τxx
∂x
dx dy dz +
∂τyx
∂y
dx dy dz +
∂τzx
∂z
dx dy dz
+Fxρ dx dy dz,
(10)
kde m∂vx
∂t
je setrvacˇna´ s´ıla p˚usob´ıc´ı v ose x. Po vydeˇlen´ı objemem δV = dx dy dz
dosta´va´me
ρ
∂vx
∂t
= −
∂p
∂x
+
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+
∂τzx
∂z
+ ρFx (11)
a podobneˇ pro osy y a z
ρ
∂vy
∂t
= −
∂p
∂y
+
∂τxy
∂x
+
∂τyy
∂y
+
∂τzy
∂z
+ ρFy (12)
ρ
∂vz
∂t
= −
∂p
∂z
+
∂τxz
∂x
+
∂τyz
∂y
+
∂τzz
∂z
+ ρFz. (13)
2.1.3. Rovnice energie
Definice celkove´ vnitrˇn´ı energie e je
e = ρ(u+
1
2
|v|2), (14)
kde u je meˇrna´ vnitrˇn´ı energie, v je rychlost cˇa´stic a |v| =
(
v2x + v
2
y + v
2
z
)1/2
. Rov-
nice energie vycha´z´ı z prvn´ıho za´kona termodynamiky, odvod´ı se obdobny´m zp˚usobem
jako prˇedchoz´ı rovnice. Obdrzˇ´ıme
ρ
De
Dt
= −p
(
∂vx
∂x
+
∂vy
∂y
+
∂vz
∂z
)
+τxx
∂vx
∂x
+ τyx
∂vx
∂y
+ τzx
∂vx
∂z
+τxy
∂vy
∂x
+ τyy
∂vy
∂y
+ τzy
∂vy
∂z
+τxz
∂vz
∂x
+ τyz
∂vz
∂y
+ τzz
∂vz
∂z
.
(15)
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2.2. Tvar Navier-Stokesovy´ch rovnic
Pro nasˇi modelovou u´lohu prˇep´ıˇseme rovnice pro proudeˇn´ı nevisko´zn´ı kapaliny v jedne´
dimenzi. Potom ma´me rovnici kontinuity ve tvaru
Dρ
Dt
= −ρ
∂v
∂x
, (16)
pohybovou rovnici ve tvaru
Dv
Dt
= −
1
ρ
∂p
∂x
(17)
a rovnici energie ve tvaru
De
Dt
= −
p
ρ
∂v
∂x
. (18)
Abychom mohli u´lohu rˇesˇit, potrˇebujeme jesˇteˇ stavovou rovnici
p = (γ − 1)ρe, (19)
kde γ je Poissonova konstana. Pro vzduch je γ = 1,4.
3. Smoothed Particle Hydrodynamic
Prˇi rˇesˇen´ı metodou SPH potrˇebujeme diskretizovat oblast, kde jsou tyto rovnice defi-
novane´. Oblast budeme reprezentovat soustavou cˇa´stic, ktere´ nejsou spojeny s´ıt´ı. Da´le
potrˇebujeme metodu pro integra´ln´ı reprezentaci, ktera´ aproximuje hodnoty funkc´ı a je-
jich derivac´ı v neˇjake´m bodeˇ. Protozˇe oblast reprezentuj´ı diskre´tn´ı cˇa´stice, pouzˇijeme
ja´drovou aproximaci (kernel aproximation) a integra´l nahrad´ıme sumou prˇes vsˇechny
cˇa´stice v jiste´m h-okol´ı. Aproximaci pouzˇijeme na parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnice(16), (17),
(18) a dostaneme soustavu obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic (SODR) za´visly´ch na cˇase.
Prostorovou aproximaci prova´d´ıme opakovaneˇ v kazˇde´m cˇasove´m kroku.
3.1. Integra´ln´ı aproximace
3.1.1. Odvozen´ı a vlastnosti vyhlazovac´ı funkce
Prˇi integra´ln´ı reprezentaci budeme vycha´zet z identity
f(x) =
∫
Ω
f(x′)δ(x− x′) dx′, (20)
kde f(x) je aproximovana´ funkce a δ(x) je Diracova δ-funkce, tj.
δ(x) =
{
∞, x = 0
0, x 6= 0
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s vlastnost´ı
∫
Rd
δ(x) dx = 1,
kde d je dimenze prostoru. Diracovu funkci si lze v jedne´ dimenzi prˇedstavit jako limitu
posloupnost´ı funkc´ı
fk =


1
2
k, |x| ≤
1
k
0, |x| >
1
k
Vyja´drˇen´ı pomoc´ı integra´lu (20) je prˇesne´, pokud je funkce f(x) definovana´ a spojita´
na oblasti Ω.
Diracovu funkci nahrad´ıme ja´drovou vyhlazovac´ı funkc´ı W (x − x′, h) a dostaneme
aproximaci funkce f(x) ve tvaru
< f(x) >=
∫
Ω
f(x′)W (x− x′, h) dx′, (21)
kde h je vyhlazovac´ı de´lka. Ta definuje oblast Ωx, kde je hodnota funkce W (x − x
′, h)
nenulova´, takzˇe pouze hodnoty funkce f(x) z te´to oblasti maj´ı vliv na aproximaci
< f(x) > v bodu x.
Pro aproximaci prvn´ı derivace funkce f(x) plat´ı
< ∇f(x) >=
∫
Ωx
[∇f(x′)]W (x− x′, h) dx′. (22)
Uzˇijeme identitu
[∇f(x′)]W (x− x′, h) = ∇x′ [f(x
′)W (x− x′, h)]− f(x′)∇x′W (x− x
′, h), (23)
kde ∇x′ je opera´tor divergence vzhledem k promeˇnne´ x
′, tj.
< ∇x′ >=
(
∂
∂x′1
, . . . ,
∂
∂x′d
)T
.
Po dosazen´ı do (22) a uzˇit´ım Gaussovy-Ostrogradske´ho veˇty na prvn´ı cˇlen dostaneme
< ∇f(x) >=
∫
∂Ωx
f(x′)W (x− x′, h)n dS −
∫
Ωx
f(x′)∇x′W (x− x
′, h) dx′, (24)
kde n je jednotkovy´ vektor vneˇjˇs´ı norma´ly oblasti Ωx.
Protozˇe na hranici ∂Ωx je W (x− x
′, h) = 0, dosta´va´me pro aproximaci derivace
< ∇f(x) >= −
∫
Ωx
f(x′)∇W (x− x′, h) dx′. (25)
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Ja´drova´ vyhlazovac´ı funkce ma´ obvykle na´sleduj´ıc´ı vlastnosti:
1. je normalizovana´,
∫
Ω
W (x− x′, h) dx′ = 1,
2. konverguje k δ-funkci, tj. limh→0W (x− x
′, h) = δ(x− x′),
3. ma´ kompaktn´ı nosicˇ, tj. W (x− x′, h) = 0 pro |x− x′| ≥ κh, kde κ je meˇrˇ´ıtko, ktere´
za´vis´ı na W a na x ( urcˇuje oblast Ωx = {x
′ : |x− x′| ≤ κh}),
4. je pozitivn´ı, W (x− x′, h) ≥ 0 pro ∀x′ ∈ Ωx,
5. je monotonn´ı, W (x − x′, h) je klesaj´ıc´ı vzhledem k |x− x′| - s rostouc´ı hodnotou
|x− x′| klesa´ W (|x− x′| , h),
6. je symetricka´, W (z1, h) = W (z2, h) pro |z1| = |z2|,
7. je dostatecˇneˇ hladka´.
3.1.2. Kubicky´ splajn
Za vyhlazovac´ı funkci lze pouzˇ´ıt libovolnou funkci, ktera´ splnˇuje uvedene´ podmı´nky.
Na jej´ı volbeˇ ale za´vis´ı prˇesnost rˇesˇen´ı.
Prˇi vy´pocˇtech jsme pouzˇili kubicky´ splajn. Dalˇs´ı je mozˇne´ nale´zt naprˇ. v [1].
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Obra´zek 1: Kubicky´ splajn s prvn´ı derivac´ı. Kubicky´ splajn je vykresleny´ plnou cˇarou,
derivace cˇa´rkovaneˇ. κ = 2
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Od vzniku SPH je vyhlazovac´ı funkce ve tvaru kubicke´ krˇivky nejuzˇ´ıvaneˇjˇs´ı. Pro u´lohy
v jedne´ dimenzi se pouzˇ´ıva´ ve tvaru
W (x− x′, h) = Wˆ (R, h) =


1
h
(
2
3
−R2 +
1
2
R3), 0 ≤ |R| < 1,
1
6
1
h
(2−R)3, 1 ≤ |R| < 2,
0, |R| ≥ 2
(26)
kde R je relativn´ı vzda´lenost
R =
|x− x′|
h
(27)
Parametr κ urcˇuj´ıc´ı oblast Ωx je roven dveˇma.
3.1.3. Vyhlazovac´ı de´lka
Ve vyhlazovac´ı funkci W (x− x′, h) hraje velkou roli vyhlazovac´ı de´lka h. Prˇi volbeˇ prˇ´ıliˇs
male´ de´lky h nema´me v oblasti vlivu dostatecˇny´ pocˇet cˇa´stic, ktere´ na cˇa´stici p˚usob´ı,
cˇ´ımzˇ se snizˇuje prˇesnost vy´pocˇtu. Prˇi volbeˇ prˇ´ıliˇs velke´ de´lky h naopak pocˇ´ıta´me s velky´m
mnozˇstv´ım cˇa´stic a vyhlazovac´ı funkce smazˇe detaily. Podle [1] by se meˇl pocˇet cˇa´stic v
h-okol´ı pohybovat okolo 5, 21, resp. 57 pro u´lohu v R1, R2, resp. R3. V u´loha´ch proudeˇn´ı
tekutin, jimzˇ se budeme veˇnovat, se setka´me se stlacˇova´n´ım nebo rozp´ına´n´ım tekutiny
vlivem okoln´ıch sil. Prˇi tom se ale meˇn´ı pocˇet cˇa´stic v h-okol´ı. Aby byl pocˇet cˇa´stic v h-
okol´ı v cˇase prˇiblizˇneˇ konstantn´ı, je potrˇeba meˇnit vyhlazovac´ı de´lku h. To lze prova´deˇt
r˚uzny´mi zp˚usoby. V SPH se uzˇ´ıva´
dh
dt
= −
1
N
h
ρ
dρ
dt
, (28)
kde N je dimenze prostoru. Prˇi promeˇnne´ vyhlazovac´ı de´lce mu˚zˇe nastat proble´m, kdy
vyhlazovac´ı de´lka hi cˇa´stice i bude mensˇ´ı nezˇ vyhlazovac´ı de´lka hj cˇa´stice j a po vyhlazen´ı
bude cˇa´stice i p˚usobit na cˇa´stici j, ale ne obra´ceneˇ, cozˇ je v rozporu s trˇet´ım Newtonovy´m
za´konem. Tomu prˇedejdeme, jestlizˇe zavedeme symetrickou vyhlazovac´ı de´lku, naprˇ´ıklad
pomoc´ı aritmeticke´ho pr˚umeˇru vyhlazovac´ıch de´lek, tj. hij = (hi + hj)/2, nebo maxima
hij = max {hi, hj}.
3.2. Cˇa´sticova´ aproximace
Pokud oblast reprezentujeme konecˇny´m pocˇtem cˇa´stic, nahrad´ıme integra´l v rovnici (21)
sumou a infinitezima´ln´ı objem dx′ konecˇny´m objemem ∆Vj = mj/ρj, kde mj je hmot-
nost a ρj je hustota cˇa´stice j.Kdyzˇ oznacˇ´ıme Wij = W (xi − xj, h), dosta´va´me ja´drovou
aproximaci funkce
< f(xi) >=
Ni∑
j=1
mj
ρj
f(xj)Wij, (29)
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kde sumace prob´ıha´ prˇes vsˇechny cˇa´stice v oblasti Ωx, jejich pocˇet je Ni. Pro derivaci
funkce dostaneme
< ∇f(xi) >= −
Ni∑
j=1
mj
ρj
f(xj)∇x′Wij . (30)
Pro aproximaci hustoty podle (29), tj. kdyzˇ f = ρ, dostaneme
ρi =
Ni∑
j=1
mj
ρj
ρjWij =
Ni∑
j=1
mjWij. (31)
Tedy mı´sto < ρ(xi) > p´ıˇseme ρi a rovneˇzˇ mı´sto ρ(xj) p´ıˇseme ρj. Pro aproximaci rych-
losti rychlosti a energie uvedeme jen vy´sledne´ vztahy. Podrobnosti lze naj´ıt v [1]. Pro
aproximaci rychlosti dostaneme
Dvi
Dt
= −
Ni∑
j=1
mj
(
pi
ρ2i
+
pj
ρ2j
+Πij
)
∂Wij
∂xi
, (32)
kde Πij je umeˇla´ viskozita popsana´ v kapitole 3.4.1.
Pro aproxiamci energie ma´me
Dei
Dt
=
1
2
Ni∑
j=1
mj
(
pi
ρ2i
+
pj
ρ2j
)
vij
∂Wij
∂xi
. (33)
Pro kubicky´ splajn a u´lohu v jedne´ dimenzi prˇitom je
∂Wij
∂xi
=
1
h2ij
sign(xi − xj)Wˆ
′(R). (34)
3.3. Integrace v cˇase
Pro integraci v cˇase pouzˇijeme tzv. leapfrog metodu. Tato metoda vyhodnocuje polohu xi
a zrychlen´ı ai cˇa´stice v cˇase ti, ale rychlost cˇa´stice vi+1/2 vyhodnocuje v cˇase ti + 1/2∆t,
takzˇe rychlost ”prˇeskakuje”polohu a zrychlen´ı, odtud zrˇejmeˇ vznikl na´zev metody. De´lka
kroku je ∆t. Prˇi rˇesˇen´ı diferencia´ln´ıch rovnic
v˙(t) = a(t) (35)
x˙(t) = v(t) (36)
s pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami x(0) = x0, v(0) = v0 vypocˇ´ıta´me rychlost v polovicˇn´ım kroku
v1/2 = v0 +
1
2
a(ti)∆t (37)
a da´le postupujeme podle algoritmu
xi = xi−1 + vi−1/2∆t
vi+1/2 = vi−1/2 + a(ti)∆t (38)
azˇ do pozˇadovane´ho cˇasu t.
Leapfrog metoda je explicitn´ı metoda druhe´ho rˇa´du.
Touto metodou rˇesˇ´ıme rovnice (32) a (33).
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3.4. Velicˇiny SPH
Pro rˇesˇen´ı proble´mu˚ hydrodynamiky neˇkdy docha´z´ı k oscilac´ım numericke´ho rˇesˇen´ı. Byly
proto vyvinuto neˇkolik nefyzika´ln´ıch velicˇin, ktere´ tomuto maj´ı zabra´nit. Jsou to naprˇ´ıklad
umeˇle´ teplo a umeˇla´ stlacˇitelnost. V modelove´ u´loze budeme pouzˇ´ıvat jen umeˇlou visko-
zitu.
3.4.1. Umeˇla´ viskozita
Umeˇla´ viskozita nahrazuje fyzika´ln´ı velicˇinu disipace energie, prˇemeˇnu kineticke´ ener-
gie na teplo. V minulosti se umeˇla´ viskozita vyvinula pro jine´ numericke´ metody. Pouzˇ´ıva´
se ke stejny´m u´cˇel˚um naprˇ´ıklad i prˇi rˇesˇen´ı proble´mu metodou konecˇny´ch objemu˚ nebo me-
todou konecˇny´ch prvk˚u. V teˇchto metoda´ch se pouzˇ´ıvaj´ı dva typy umeˇle´ viskozity. Robert
D. Richtmyer a John von Neumann vyvinuli tvar, ve ktere´m se vyskytuje pouze prvn´ı moc-
nina gradientu rychlosti, druhy´ typ obsahuje druhou mocninu. V SPH se beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´
umeˇla´ viskozita, kterou vyvinuli Monaghan a Gingold. Ta nejenzˇe nahrazuje disipaci ener-
gie, ale soucˇasneˇ zabranˇuje vza´jemne´mu pronika´n´ı cˇa´stic. Ma´ tvar
Πij =


−αΠc¯ijΦij + βΠΦ
2
ij
ρ¯ij
vijxij < 0
0 vijxij ≥ 0
(39)
kde αΠ a βΠ jsou konstanty, jejichzˇ hodnota se veˇtsˇinou pohybuje kolem 1 a
Φij =
hijvij · xij
|xij|2 + ϕ2
c¯ij =
1
2
(ci + cj) , ρ¯ij =
1
2
(ρi + ρj) , hij =
1
2
(hi + hj)
vij = vi − vj, xij = xi − xj,
kde c je rychlost zvuku. Ta nen´ı konstantn´ı, za´vis´ı na prostrˇed´ı. Jej´ı hodnotu spocˇ´ıta´me
podle vztahu
c =
√
p
ρ
. (40)
Cˇ´ıslo ϕ = 0,1hij bra´n´ı deˇlen´ı nulou prˇi strˇetu dvou cˇa´stic.
4. Postup rˇesˇen´ı
Vstupn´ımi informacemi pro rˇesˇen´ı u´lohy jsou de´lka trubice, poloha prˇepa´zˇky, hustota,
rychlost a tlak plynu na obou strana´ch prˇepa´zˇky ra´zove´ trubice a pocˇet cˇa´stic v n´ı.
U´lohu rˇesˇ´ıme v jedne´ dimenzi. Prˇepa´zˇku umı´st´ıme do x = 0. Spocˇ´ıta´me, kolik cˇa´stic
ma´ by´t v oddeˇleny´ch cˇa´stech trubice. Vsˇechny cˇa´stice maj´ı stejnou hmotnost a soucˇet je-
jich hmotnost´ı da´va´ celkovou hmotnost plynu. Pocˇet cˇa´stic rozdeˇl´ıme v pomeˇru k hustoteˇ
na dveˇ cˇa´sti. Cˇa´stice pak rovnomeˇrneˇ rozmı´st´ıme v dane´ cˇa´sti ra´zove´ trubice. Kazˇde´ cˇa´stici
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podle jej´ıho umı´steˇn´ı (nalevo nebo napravo od prˇepa´zˇky) prˇideˇl´ıme vstupn´ı parametry -
rychlost, hustotu, tlak a vnitrˇn´ı energii, kterou jsme spocˇ´ıtali z rovnice (31).
V prvn´ım kroku cˇasove´ integrace spocˇ´ıta´me pro kazˇdou cˇa´stici hodnotu vnitrˇn´ı energie
a rychlosti podle prvn´ıho kroku metody leapfrog. Pro kazˇdy´ dalˇs´ı krok udeˇla´me na´sleduj´ıc´ı:
1. Pro kazˇdou cˇa´stici najdeme vsˇechny cˇa´stice, ktere´ jsou od n´ı vzda´lene´ nejvy´sˇe κh,
pro kazˇdou dvojici takovy´ch cˇa´stic spocˇ´ıta´me hodnotu vyhlazovac´ı funkce a jej´ı
derivace.
2. Sumacˇn´ı metodou podle (31) spocˇ´ıta´me hustotu ρt−1/2∆t v cˇase t−
1
2
∆t.
3. Spocˇ´ıta´me rychlost vt a energii et v cˇase t podle vzorc˚u
vt = vt−1/2∆t +
1
2
∆t
Dv
Dt
∣∣∣
t−∆t
(41)
et = et−1/2∆t +
1
2
∆t
De
Dt
∣∣∣
t−∆t
. (42)
4. Vyhodnot´ıme DvDt
∣∣∣
t
podle rovnice (32) a DeDt
∣∣∣
t
podle (33) v cˇase t pomoc´ı ρt−1/2∆t,
vt a et.
5. Metodou leapfrog vypocˇ´ıta´me rychlost vt+1/2∆t, energii et+1/2∆t a novou polohu xt+∆t
6. Posuneme se v cˇase, t = t+∆t.
Pozn. Cˇa´stice ani jej´ı parametry nejsou podrobeny zˇa´dny´m okrajovy´m podmı´nka´m.
5. Prˇ´ıklady
V te´to kapitole spocˇ´ıta´me neˇkolik prˇ´ıklad˚u pomoc´ı programu ve Fortranu zverˇejneˇne´ho
v [1]. Vy´pocˇet byl realizova´n v prostrˇed´ı Microsoft Visual Studio 2008 a Intel(R) Visual
Fortran Compiler Professional Edition 11.1 for Windows. Program pocˇ´ıta´ podle vy´sˇe uve-
dene´ho postupu pr˚ubeˇh tlaku, hustoty, vnitrˇn´ı energie a rychlosti cˇa´stic po de´lce ra´zove´
trubice. Zobrazen´ı vy´sledk˚u bylo realizova´no ve vy´vojove´m a programovac´ım prostrˇed´ı
Matlab R2008b. Prˇesne´ rˇesˇen´ı u´lohy je spocˇ´ıtane´ programem z [2], program je pouzˇity´
se souhlasem autora. Prˇesne´ rˇesˇen´ı je vykreslene´ modrou souvislou cˇarou, cˇervene´ body
jsou rˇesˇen´ı metodou SPH. V grafech mu˚zˇeme videˇt bud’ ra´zovou vlnu nebo vlnu zrˇedeˇn´ı.
Kontaktn´ı nespojitost mu˚zˇeme pozorovat pouze v pr˚ubeˇhu hustoty a vnitrˇn´ı energie.
Vzhledem k tomu, zˇe jsme nespecifikovali zˇa´dne´ okrajove´ podmı´nky, rˇesˇen´ı v bl´ızkosti
okraj˚u trubice je deformovane´. V obra´zc´ıch 2 azˇ 13 jsou zobrazeny u´seky graf˚u, ktere´ jsou
okraj˚um tak vzda´lene´, zˇe nedosˇlo k ovlivneˇn´ı vy´sledk˚u.
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5.1. Prˇ´ıklad 1
V prvn´ım prˇ´ıkladu je ra´zova´ trubice dlouha´ l=8,4m. Cˇasovy´ krok je ∆t=0,00005s, vy´sledky
dostaneme pro cˇas t=0,05s. Grafy jsou vykreslene´ pro cˇa´st trubice od -0,4 do 0,8. Prˇepa´zˇka
umı´steˇna´ v x=2,4m oddeˇluje prostor na dveˇ cˇa´sti, jejich pocˇa´tecˇn´ı parametry jsou v ta-
bulce.
tlak hustota rychlost
x < 0 450 6,0 20
x ≥ 0 45 6,0 -6
Vid´ıme, zˇe vlevo i vpravo vznikla ra´zova´ vlna. Vlevo ji mu˚zˇeme pozorovat mezi x=0 a
x=0,1, vpravo kolem x=0,6. Mezi x=0,4 a x=0,5 je kontaktn´ı nespojitost.
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Obra´zek 2: Prˇ´ıklad 1. Rychlost v t=0.05s
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Obra´zek 3: Prˇ´ıklad 1. Tlak pro t=0.05s
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Obra´zek 4: Prˇ´ıklad 1. Vnitrˇn´ı energie v t=0.05s
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Obra´zek 5: Prˇ´ıklad 1. Pr˚ubeˇh hustoty v t=0.05s
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5.2. Prˇ´ıklad 2
De´lka trubice je l=4m, prˇepa´zˇka je uprostrˇed. Cˇasovy´ krok je ∆t=0,0005s. Vy´pocˇet
prob´ıha´ do t=0,05s.
tlak hustota rychlost
x < 0 20,0 1,0 -5,0
x ≥ 0 20,0 1,0 6,0
Tlak a hustota jsou na obou strana´ch prˇepa´zˇky stejne´, ale pocˇa´tecˇn´ı rychlost je r˚uzna´
a nenulova´. V tomto prˇ´ıpadeˇ vznikla na obou strana´ch vlna zrˇedeˇn´ı.
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Obra´zek 6: Prˇ´ıklad 2. Rychlost v t=0.05s
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Obra´zek 8: Prˇ´ıklad 2. Vnitrˇn´ı energie v t=0.05s
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Obra´zek 9: Prˇ´ıklad 2. Pr˚ubeˇh hustoty v t=0.05s
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5.3. Prˇ´ıklad 3
Ve trˇet´ım prˇ´ıkladu ma´me ra´zovou trubici dlouhou l=2m, prˇepa´zˇka je umı´steˇna opeˇt
uprostrˇed. Vy´sledek vykresl´ıme v cˇase t=0,25s po 250 kroc´ıch. V te´to u´loze vznikla vlna
zrˇedeˇn´ı na leve´ straneˇ ra´zove´ trubice a ra´zova´ vlna na prave´ straneˇ.
tlak hustota rychlost
x < 0 1,0 1,0 0,0
x ≥ 0 0,1 0,125 0,0
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Obra´zek 10: Prˇ´ıklad 3. Rychlost v t=0.25s
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Obra´zek 11: Prˇ´ıklad 3. Tlak pro t=0.25s
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Obra´zek 12: Prˇ´ıklad 3. Vnitrˇn´ı energie v t=0.25s
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Obra´zek 13: Prˇ´ıklad 3. Pr˚ubeˇh hustoty v t=0.25s
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6. Za´veˇr
V pra´ci je popsana´ metoda SPH. Tato metoda ma´ sˇiroke´ mozˇnosti pouzˇit´ı, lze ji pouzˇ´ıt
naprˇ´ıklad v astrofyzice nebo v balistice. Nejcˇasteˇji se ale pouzˇ´ıva´ pro modelova´n´ı proudeˇn´ı
tekutin. Hlavn´ı vy´hodou je to, zˇe je bezs´ıt’ova´, tedy zˇe nemus´ıme generovat s´ıt’, pouze
rozmı´st´ıme cˇa´stice do modelovane´ oblasti, vyhneme se t´ım velke´ deformaci s´ıteˇ.
Modelovanou la´tku reprezentuj´ı cˇa´stice. Prˇi rˇesˇen´ı u´lohy nejdrˇ´ıve urcˇ´ıme jejich hmot-
nost - soucˇet hmotnost´ı vsˇech cˇa´stic mus´ı da´t celkovou hmotnost tekutiny v modelovane´
oblasti. Kazˇda´ cˇa´stice nese informaci o hustoteˇ, tlaku, rychlosti a vnitrˇn´ı energii v dane´m
mı´steˇ. Pro vy´pocˇet dane´ velicˇiny se vyuzˇ´ıva´ ja´drova´ vyhlazovac´ı funkce a hodnoty velicˇiny
v sousedn´ıch cˇa´stic´ıch.
Jako prˇ´ıklad pouzˇit´ı je v pra´ci namodelova´n pr˚ubeˇh fyzika´ln´ıch velicˇin v ra´zove´ tru-
bici. To je trubice s prˇepa´zˇkou, ktera´ je naplneˇna plynem o r˚uzny´ch parametrech v jej´ıch
oddeˇleny´ch cˇa´stech. Proudeˇn´ı v ra´zove´ trubici je popsa´no rovnic´ı kontinuity, pohybo-
vou rovnic´ı a rovnic´ı energie. Z teˇchto rovnic pocˇ´ıta´me vnitrˇn´ı energii a rychlost pomoc´ı
cˇa´sticove´ aproximace a integracˇn´ı metody leapfrog. Hustotu pocˇ´ıta´me tzv. sumacˇn´ı me-
todou.
Pr˚ubeˇh hustoty, vnitrˇn´ı energie, tlaku a rychlosti a jejich prˇesna´ rˇesˇen´ı jsou vykreslene´
do graf˚u, abychom mohli porovnat kvalitu vy´sledk˚u. Zjistili jsme, zˇe metoda SPH da´va´
vcelku uspokojive´ vy´sledky, srovnatelne´ s prˇesny´m rˇesˇen´ım.
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Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbol˚u
x = (x, y, z) . . . sourˇadnice bodu
v = (vx, vy, vz) . . . vektor rychlosti
p . . . tlak
V . . . objem
S . . . plocha
d . . . dimenze prostoru
l . . . de´lka trubice
ρ . . . hustota
m . . . hmotnost
τ = (τij) . . . tenzor napeˇt´ı
t . . . cˇas
n . . . jednotkovy´ vektor vneˇjˇs´ı norma´ly
F = (Fx, Fy, Fz) . . . objemova´ s´ıla
u . . . meˇrna´ vnitrˇn´ı energie
e . . . celkova´ vnitrˇn´ı energie
h . . . vyhlazovac´ı de´lka
κ . . . meˇrˇ´ıtko vyhlazovac´ı funkce
Ω . . . oblast v prostoru
Ωx . . . oblast, kde lezˇ´ı vsˇechna x
′ vzda´lene´ od x nejvy´sˇe κh
γ . . . Poissonova konstanta
c . . . rychlost zvuku
ϕ . . . konstanta
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